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1 Conceitos Basicos e Exemplos

1.1 Introducao

O objetivo deste capitulo inicial é apresentar alguns conceitos e fundamentos de uma
das areas da Estatistica e Analise de Dados que mais se desenvolveram nas tltimas duas
décadas do século XX. Esse avanco foi impulsionado pela evolucao das técnicas estatisticas
aliada ao progresso computacional.

Na Anélise de Sobrevivéncia, a variavel resposta é, em geral, o tempo até a ocorréncia de
um evento de interesse. Especificamente, essa area se concentra em modelar e compreender
o tempo necessario para que um evento significativo ocorra, sendo este denominado tempo
de falha. Como exemplo, Colosimo e Giolo (2006) mencionam casos como o tempo até
a morte de um paciente, até a cura de uma doenca ou até a recidiva de uma condicao
clinica.

Uma questao frequentemente levantada é: por que nao utilizar outras técnicas
estatisticas? Métodos tradicionais nao sao adequados para dados de sobrevivéncia devido
a uma caracteristica tnica: a censura. Esse conceito refere-se a observagao parcial do
tempo de falha, como ocorre quando o acompanhamento de um paciente é interrompido
antes do evento de interesse. A censura, sendo um elemento essencial da Analise de
Sobrevivéncia, caracteriza situagoes em que o tempo de falha real é desconhecido,
sabendo-se apenas que ele excede determinado ponto.

1.2 Tempo de Falha

Na Analise de Sobrevivéncia, é fundamental estabelecer alguns pontos iniciais para o
estudo. O primeiro deles é o tempo inicial do estudo, que deve ser claramente definido
para garantir que os individuos sejam comparaveis no ponto de partida, diferenciando-se
apenas pelas covariaveis medidas. Existem diversas maneiras de definir o tempo inicial,
sendo o mais comum o tempo cronolégico. Contudo, em areas como Engenharia,
outras métricas, como nimero de ciclos ou quilometragem, também podem ser utilizadas.
Colosimo e Giolo (2006) apresentam exemplos préaticos, como medidas de carga para
equipamentos.

Outro aspecto essencial ¢ a definicao do evento de interesse, frequentemente
associado a falhas ou situagdes indesejaveis. Para garantir resultados consistentes, a
definicdo do evento deve ser clara e objetiva. Um exemplo elucidativo é fornecido por
Colosimo e Giolo (2006):

“Em algumas situacoes, a definicdo de falha ja é clara, como morte ou recidiva,
mas em outras pode assumir termos ambiguos. Por exemplo, fabricantes de
produtos alimenticios desejam saber o tempo de vida de seus produtos expostos
em balcoes frigorificos de supermercados. O tempo de falha vai do momento
de exposi¢ao (chegada ao supermercado) até o produto se tornar ‘inapropriado
para consumo’. Fsse evento deve ser claramente definido antes do inicio do



estudo. Por exemplo, o produto é considerado inapropriado para consumo
quando atinge uma concentracio especifica de microrganismos por mm? de
' ”
area.

1.3 Censura

Estudos clinicos que tratam a resposta como uma varidvel temporal geralmente sao
prospectivos e de longa duragao. No entanto, mesmo sendo extensos, esses estudos
frequentemente se encerram antes que todos os individuos passem pelo evento de interesse.

Uma caracteristica comum nesses estudos é a censura, que corresponde a observacoes
incompletas ou parciais. Apesar disso, tais observacgoes fornecem informagoes valiosas para
a analise. Colosimo e Giolo (2006) destacam a relevancia de incluir dados censurados na
analise:

“Ressalta-se que, mesmo censurados, todos os resultados provenientes de um
estudo de sobrevivéncia devem ser incluidos na andlise estatistica. Duas razoes
justificam esse procedimento: (i) mesmo sendo incompletas, as observagoes
censuradas fornecem informagoes sobre o tempo de vida dos pacientes; (ii)
a exclusao das censuras no calculo das estatisticas pode levar a conclusoes
enviesadas.”

Existem trés tipos principais de censura:

e Censura Tipo I: O estudo é encerrado apdés um periodo de tempo previamente
definido.

e Censura Tipo II: O estudo termina quando um numero especifico de individuos
passa pelo evento de interesse.

e Censura Aleatéria: Ocorre quando um individuo é retirado do estudo antes do
evento de interesse.

A censura mais comum é a censura a direita, em que o evento ocorre apds o tempo
registrado. Entretanto, outros tipos de censura, como a esquerda e intervalar, também
sao possiveis.

Censura a esquerda ocorre quando o evento ja aconteceu antes do inicio da observagao.
Um exemplo é um estudo sobre a idade em que criancas aprendem a ler:

“Quando os pesquisadores comecaram a pesquisa, algumas criangas ja sabiam
ler e nao se lembravam com que idade isso ocorreu, caracterizando observagoes
censuradas a esquerda.”

No mesmo estudo, observa-se censura a direita para criancas que ainda nao sabiam ler
no momento da coleta de dados. Nesse caso, os tempos de vida sdo classificados como
duplamente censurados (Turnbull 1974).

A censura intervalar ocorre em estudos com visitas periddicas espacadas, onde s se
sabe que o evento ocorreu dentro de um intervalo de tempo. Quando o tempo de falha
T é impreciso, considera-se que ele pertence a um intervalo T' € (L, U], conhecido como
sobrevivéncia intervalar. Casos especiais incluem tempos de falha exatos, em que
L = U, sendo U = 0 para censura a direita e L. = 0 para censura a esquerda (Lindsey e
Ryan 1998). Destaca-se a seguinte observagao de Colosimo e Giolo (2006):



“A presenca de censura traz desafios para a andlise estatistica. A censura
do Tipo II é, em principio, mais tratdvel que os outros tipos, mas para
situagoes simples, que raramente ocorrem em estudos clinicos (Lawless 1982).
Na prdtica, utiliza-se resultados assintoticos para a andlise dos dados de
sobrevivéncia.”

1.4 Dados Truncados

O truncamento é uma caracteristica de alguns estudos de sobrevivéncia que, muitas
vezes, é confundida com a censura. Ele ocorre quando certos individuos sao excluidos
do estudo devido a uma condicdo especifica. Nesse caso, os pacientes s6 sao incluidos
no acompanhamento apods passarem por um determinado evento, em vez de serem
acompanhados desde o inicio do processo.

1.5 Representacao dos Dados de Sobrevivéncia

Considere uma amostra aleatéoria de tamanho n. O i-ésimo individuo no estudo é
geralmente representado pelo par (t;,d;), onde ¢, é o tempo de falha ou censura, indicado

pela varidvel binaria ¢;, definida como:

1, set, é um tempo de falha

), =
’ {0, se t; é um tempo de censura.

Portanto, a variavel resposta na andlise de sobrevivéncia é representada por duas
colunas no conjunto de dados. Se o estudo também incluir covariaveis, os dados
sao representados por (t;,0;,%;). Caso a censura seja intervalar, a representagao é
(li,u;,6,,x;). Para exemplos de dados de sobrevivéncia, veja a Segao 1.5 do livro de
Colosimo e Giolo (2006).

1.6 Especificando o Tempo de Sobrevivéncia

Seja T uma varidvel aleatéria (v.a.), na maioria dos casos continua, que representa o
tempo de falha. Assim, o suporte de T' é definido nos reais positivos R™. Tal varidvel é
geralmente representada pela sua fungdo risco ou pela fungio de tara de falha (ou taxa
de risco). Tais fungoes, e outras relacionadas, sao usadas ao longo do processo de anélise

de dados de sobrevivéncia. A seguir, algumas dessas funcoes e as relagoes entre elas serdao
definidas.

1.6.1 Funcao de Sobrevivéncia

Esta é uma das principais func¢oes probabilisticas usadas em andalise de sobrevivéncia.
A funcgado sobrevivéncia é definida como a probabilidade de uma observacao nao falhar
até certo ponto t, ou seja a probabilidade de uma observagao sobreviver ao tempo ¢t. Em
probabilidade, isso pode ser escrito como:

S(t) = P(T > 1), (1.1)



uma conclusdo a qual podemos chegar, é que a probabilidade de uma observacao nao
sobreviver até o tempo ¢, é a acumulada até o ponto ¢, logo,

F(t)=1—S(t). (1.2)

1.6.2 Funcao de Taxa de Falha ou de Risco

A probabilidade da falha ocorrer em um intervalo de tempo [t;,t,) pode ser expressa
em termos da funcao de sobrevivéncia como:

S(ty) = S(ty).

A taxa de falha no intervalo [t;,t,) é definida como a probabilidade de que a falha
ocorra neste intervalo, dado que nao ocorreu antes de ¢;, dividida pelo comprimento do
intervalo. Assim, a taxa de falha no intervalo [t;,,) é expressa por

S(ty) — 5(ty)
(ty —1)S(ty)

De forma geral, redefinindo o intervalo como [t,t + At) a expressdao assume a seguinte
forma:

S(t)—S(t+ A,)
At S(t)

Assumindo At bem pequeno, A(t) representa a taxa de falha instantanea no tempo t
condicional a sobrevivéncia até o tempo t. Observe que as taxas de falha sdo nimeros
positivos, mas sem limite superior. A funcao de taxa de falha \(¢) é bastante ttil para
descrever a distribuicdo do tempo de vida de pacientes. Ela descreve a forma em que a
taxa instantdnea de falha muda com o tempo. A funcao de taxa de falha de T' é, entao,
definida como:

A(t) =

) = lim Pt <T<t+ At|T >1t)
At—0 At
A funcao de taxa de falha é mais informativa do que a funcdo de sobrevivéncia.
Diferentes fungoes de sobrevivéncia podem ter formas semelhantes, enquanto as
respectivas fungoes de taxa de falha podem diferir drasticamente. Desta forma, a
modelagem da fungdo de taxa de falha é um importante método para dados de
sobrevivéncia.

. (1.3)

1.6.3 Funcao de Taxa de Falha Acumulada

Outra fungao tutil em andlise de dados de sobrevivéncia ¢ a funcao taxa de falha
acumulada. Esta fungao, como o proprio nome sugere, fornece a taxa de falha acumulada
do individuo e ¢é definida por:

A@) = /O Mu)du. (1.4)

A funcdo de taxa de falha acumulada, A(t), ndo tém uma interpretagao direta, mas
pode ser 1til na avaliagdo da funcao de maior interesse que é a funcao de taxa de falha,
A(t). Isto acontece essencialmente na estimacdo nao-paramétrica em que A(t) apresenta
um estimador com propriedades 6timas e A(t) é dificil de ser estimada.



1.6.4 Tempo Médio e Vida Média Residual

Outras duas quantidades de interesse em andalise de sobrevivéncia sdo: o tempo médio
de via e a vida média residual. A primeira é obtida pela area sob a fun¢ao de sobrevivéncia.
Isto é,

tm:/o S(t)dt. (1.5)

Ja a vida média residual é definida condicional a um certo tempo de vida . Ou seja,
para individuos com idade t estd quantidade mede o tempo médio restante de vida e é,
entdo, a area sob a curva de sobrevivéncia a direita do tempo t dividida por S(¢). Isto é,

b w=t)f(u)du [T S(u)du
S(t) S
sendo f(-) a fungao densidade de T'. Observe que vimr(0) = t¢,,.

(1.6)

vir(t) =

1.7 Relacoes entre as Funcoes

Para T uma variavel aleatoria continua e nao-negativa, tem-se, em termos das funcoes
definidas anteriormente, algumas relagbes matematicas importantes entre elas, a saber:

) = i =~ 5 log (0]

A(t) = / Au)du = —log S(t)
0

S(t) = exp {—A(t)} :exp{—[ )\(u)du}

Tais relagoes mostram que o conhecimento de uma das fungdes, por exemplo S(t),
implica no conhecimento das demais, isto é, F'(t), f(t), A(t) e A(t). Outras relagoes
envolvendo estas fungoes sao as seguintes:
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2 Técnicas Nao Paramétricas

As técnicas nao paramétricas desempenham um importante papel na andlise de
sobrevivéncia, pois permitem a estimativa da funcdo de sobrevivéncia sem a necessidade
de pressupor uma distribuicdo especifica dos tempos até a ocorréncia do evento de
interesse. Essa abordagem é especialmente 1til em estudos onde a distribuicao dos
tempos de falha é desconhecida ou onde se deseja evitar suposicoes rigidas sobre sua
forma.

Diferentemente dos métodos paramétricos, que assumem distribui¢coes predefinidas
(como Weibull ou exponencial), as técnicas nado paramétricas operam apenas com a
ordenacao dos eventos observados, tornando-se mais flexiveis e robustas e particularmente
uteis na presenca de dados censurados.

2.1 O Estimador de Kaplan-Meier

Proposto por Kaplan e Meier (1958). E um estimador ndo paramétrico utilizado para
estimar a funcdo de sobrevivéncia. Tal estimador também é chamado de de estimador
limite-produto. O Estimador de Kaplan-Meier é uma adaptacao a S (t) empirica que, na
auséncia de censura nos dados, é definida como:

n® de observagoes que nao falharam até o tempo ¢

n® total de observagoes no estudo

S (t) é uma fungdo que tem um formato gréafico de escada com degraus nos tempos
observados de falha de tamanho 1/n, onde n é o tamanho amostral.

O processo utilizado até se obter a estimativa de Kaplan-Meier é um processo passo a
passo, em que o proximo passo depende do anterior. De forma suscetivel, para qualquer ¢,
S (t) pode ser escrito em termos de probabilidades condicionais. Suponha que existam n
pacientes no estudo e k (< n) falhas distintas nos tempos t; < t, <--- < t,. Considerando
S (t) uma fungao discreta com probabilidade maior que zero somente nos tempos de falha
tj, j =1, k, tem-se que:

S(t;)=01—q)(1—g)-(1—q), (2.1)

em que ¢; ¢ a probabilidade de um individuo morrer no intervalo [tjfl, tj) sabendo que
ele nao morreu até ¢;_; e considerando t; = 0. Ou seja, pode se escrever g; como:

g =P(T e t; ,t;)|T >t; ), (2.2)

para j = 1,---, k. A expressao geral do estimador de Kaplan-Meier pode ser apresentada
apos estas consideracoes preliminares. Considere:

o t; <ty <o <t 0s k tempos distintos e ordenados de falha;
. dj o numero de falhas em tj, com j=1,-, k;
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* n; o numero de individuos sob risco em ¢}, ou seja, os individuos que néo falharam

e nao foram censurados até o instante imediatamente anterior a tj.

Com isso, pode-se definir o estimador de Kaplan-Meier como:

Sk =[] (njn_dj>: I1 (1—%) (2.3)

Jit<t J Jit;<t J

De forma intuitiva, por assim dizer, a Equagao 2.3 é proveniente da Equagao 2.1, sendo
estd, uma decomposicao de S (t) em termos g;’s. Assim, a Equagao 2.3 € justificada se
os g;’s forem estimados por d; / n;, expresso em termos de probabilidade na Equagao 2.2.
No artigo original de 1958, Kaplan e Meier provam que a Equacao 2.3 é um FEstimador
de Mazxima Verossimilhanga (EMV) para S (t). Seguindo certos passos, é possivel provar
que que Sy, (1) 6 EMV de S (¢). Supondo que d; observagoes falham no tempo tempo
t;, para j = 1,--, k, e m; observagoes sdo censuradas no intervalo [tj, t +1>7 nos tempos
Eirs e ,tjmj. A probabilidade de falha no tempo ¢; ¢, entdo,

S(t;) =S (t;+),

com S (tj+> = limp; 0. S (tj + At), j =1,-,k. Por outro lado, a contribui¢do para
a funcao de verossimilhanca de um tempo de sobrevivéncia censurado em ¢ para [ =
L...,my, é

A funcao de verossimilhanca pode, entao, ser escrita como:

J

vt =11 { 50— 5,0 “ [ 5 <tﬂ+>}

o~

=1

Com isso, é possivel provar que S (t) que maximiza L (S (-)) é exatamente a expressao
dada pela Equacao 2.3.

2.1.1 Propriedades do Estimador de Kaplan-Meier

Como um estimador de maxima verossimilhanca, o estimador de Kaplan-Meier tém
interessantes propriedades. As principais sdo:

o E nao-viciado para grandes amostras;
« E fracamente consistente;
o Converge assintoticamente para um processo gaussiano.

A consisténcia ¢ normalidade assintotica de S xu (t) foram provadas sob certas
condigoes de regularidade, por Breslow e Crowley (1974) e Meier (1975).

2.1.2 Variancia do Estimador de Kaplan-Meier

Para que se possa construir intervalos de confianga e testar hipdteses para S (t), se
faz necessario ter conhecimento quanto variabilidade e precisao do estimador de Kaplan-
Meier. Este estimador, assim como outros, esta sujeito a variagoes que devem ser descritas
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em termos de estimagoes intervalares. A expressao da variancia assintotica do estimador
de Kaplan-Meier ¢ dada pela Equacao 2.4.

Var [Sucar 0] = [Sicar 0] 30— P 24)
jit<t Y (nj - dj)

A expressao dada na Equacao 2.4, é conhecida como féormula de Greenwood e pode ser
obtida a partir de propriedades do estimador de maxima verossimilhanca. Os detalhes da
obtengao da Equagdo 2.4 estao disponiveis em Kalbfleisch e Prentice (1980).

Como S war (t), para um t fixo, tem distribuicdo assintéticamente Normal. O intervalo
de confianca com 100 (1 — )% de confianca para Sg s () é expresso por:

Sar () = Za /2 \/VG\T [gKM (t)]

Vale salientar que para valores extremos de t, este intervalo de confianca
pode apresentar limites que nao condizem com a teoria de probabilidades. Para
solucionar tal problema, aplica-se uma transformac¢ao em Sy, (t) como, por exemplo,
U(t) =In {— In {5 KM (t)}} Esta transformagao foi sugerida por Kalbfleisch e Prentice

(1980), tendo sua variancia estimada por:

d, d,

i D e Dt et mid)
7 )] = e m Do w )

5 {5 S )]

J

Logo, pode-se aproximar um intervalo com 100 (1 — /) % de confianga para S (¢) desta
forma:

[Speas (9] TV

Veja uma aplicacao do estimador de Kaplan-Meier para os dados de Leucemia Pedidtrica
dispostos no Apéndice (A) do livro Andlise de Sobrevivéncia Aplicada de Colosimo e Giolo
(2006). De posse do conjunto de dados, pode-se estimar a curva de sobrevivéncia, tal curva
foi ilustrada na Figura 2.1.
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Figura 2.1: Curva de Sobrevivéncia de Kaplan-Meier com IC de 95%

2.2 Outros Estimadores Nao Parametricos

O estimador de Kaplan-Meier é amplamente utilizado para estimar a funcao de
sobrevivéncia S(t). Ele esta disponivel em diversos pacotes estatisticos e é frequentemente
abordado em materiais introdutérios de estatistica. No entanto, dois outros estimadores
também possuem relevancia na literatura: o estimador de Nelson-Aalen e o estimador de
Tabela de Vida.

O estimador de Nelson-Aalen, desenvolvido posteriormente, apresenta similaridades
com Kaplan-Meier em termos de propriedades, mas adota uma abordagem diferente ao
focar na funcgdo risco acumulado A(t).

J4 o estimador da Tabela de Vida, também chamado de tabela atuarial, tem um
importante valor histérico, sendo amplamente utilizado por demoégrafos e atuarios
desde o século XIX sendo empregado principalmente em grandes amostras. Seu uso
¢ especialmente relevante em contextos demograficos e atuariais, como estudos de
expectativa de vida e analise de dados censitarios.

Nesta se¢ao sera abordado apenas o estimador de Nelson-Aalen. Para conhecer mais
sobre o estimador da Tabela de Vida ou Tabela Atuarial, consulte a Se¢ao 2.4.2 do livro
Andlise de Sobrevivéncia Aplicada de Colosimo e Giolo (2006).

2.2.1 Estimador de Nelson-Aalen

Mais recente que o estimador de Kaplan-Meier, este estimador se baseia na funcao de
sobrevivéncia expressa da seguinte forma:

S(t) = exp{—=A(®)},

em que A(t) é a func@o de risco acumulado apresentada na Secao 1.6.3.
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A estimativa para A(t) foi inicialmente proposta por Nelson (1972) posteriormente
retomada por Aalen (1978) que demonstrou suas propriedades assintéticas utilizando
processos de contagem. Na literatura, esse estimador ¢ amplamente conhecido como o
estimador de Nelson-Aalen e é definido pela seguinte expressao:

A= (Z—) , 25)

onde d; e n; sao as mesmas defini¢oes usadas no estimador de Kaplan-Meier. A variancia
do estimador, conforme proposta por Aalen (1978), é dada por:

Var [p0)] = 3 (%) . 26)

Uma alternativa para a estimativa da varidncia de /AX(t), proposta por Klein (1991), é:

— i~ —d.\d.
Var [A(t>] = ‘;t <nj n?j) J?
It

entretanto, o estimador da Equagao 2.6 apresenta menor vicio, tornando-o mais preferivel
que o proposto por Klein (1991).

Desta forma, podemos definir, com base no estimador de Nelson-Aalen, um estimador
para a funcao de sobrevivéncia, podendo ser expressa por:

Snalt) =exp {~A(1)}.

Deve-se, a variancia deste estimador, a Aalen e Johansen (1978). Podendo ser
mensurada pela expressao:

7 [Suatt] = [Swa]” 3 (2.

Jit<t J

Uma aplicagdo do estimador de Nelson-Aalen foi desenhada na Figura 2.2 em dois
subgréficos. O primeiro apresenta a fungao de risco acumulado A(t) estimada conforme
a Equagao 2.5. O segundo mostra a curva de sobrevivéncia de Nelson-Aalen através das
relacoes entre as fungoes de andlise de sobrevivéncia.
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Figura 2.2: Funcao Risco Acumulado e Funcao Sobrevivéncia com IC de 95% segundo o
Estimador de Nelson-Aalen.

Vale destacar que o estimador de Nelson-Aalen apresenta, na maioria dos casos,
estimativas préximas ao estimador de Kaplan-Meier. Bohoris (1994) mostrou que

Sna(t) > S (t) para todo t, isto ¢, as estimativas obtidas pelo estimador de Nelson-
Aalen sdo maiores ou iguais as estimativas obtidas pelo estimador de Kaplan-Meier.

Estimador == Kaplan—-Meier == Nelson-Aalen

=
o

o
©

o
~

Probabilidade de Sobrevivéncia
o
»

0 1 2 3 4
Tempo

Figura 2.3: Comparagao Entre as Curvas de Sobrevivéncia de Kaplan-Meier Nelson-Aalen.

2.3 Comparacao de Curvas de Sobrevivéncia

Considere um problema na area da saide em que se deseja comparar dois grupos: um
que receberd tratamento com uma determinada droga e outro que sera o grupo controle.
Estatisticas amplamente utilizadas para esse fim podem ser vistas como generalizacoes,
para dados censurados, de testes nao paramétricos bem conhecidos. Entre esses, o teste
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logrank (Mantel 1966) é o mais empregado em andlises de sobrevivéncia. Gehan (1965)
propds uma generalizagao para a estatistica de Wilcoxon. Outras generalizagoes foram
introduzidas por autores como Peto e Peto (1972) e Prentice (1978), enquanto Latta (1981)
utilizou simula¢oes de Monte Carlo para comparar diversos testes nao-paramétricos.

Nesta secao, serda dada énfase ao teste logrank, amplamente utilizado em andlises de
sobrevivéncia e particularmente adequado quando a razao entre as func¢oes de risco dos
grupos a serem comparados é aproximadamente constante. Ou seja, quando as populacoes
apresentam a propriedade de riscos proporcionais.

A estatistica do teste logrank baseia-se na diferenca entre o niimero observado de falhas
em cada grupo e o nimero esperado de falhas sob a hipotese nula. Essa abordagem é
semelhante a do teste de Mantel e Haenszel (1959), que combina tabelas de contingéncia.
Além disso, o teste logrank possui a mesma expressao do teste de escore para o modelo
de regressao de Cox.

Considere, inicialmente, o teste de igualdade entre duas fungoes de sobrevivéncia S, (t)
e Sy(t). Seja t; <ty < ... < t; a sequéncia dos tempos de falha distintos observados na
amostra combinada, formada pela unido das duas amostras individuais. Suponha que, no
tempo ¢;, ocorram d; falhas e que n; individuos estejam sob risco imediatamente antes
de t; na amostra combinada. Nas amostras individuais, as quantidades correspondentes
sao d;; e n,;, onde ¢ = 1,2 representa o grupo e j = 1,-+, k indica o tempo de falha.

No tempo ¢;, os dados podem ser organizados em uma tabela de contingéncia 2 X 2,
onde d,; representa o numero de falhas e n;; — d;; o nimero de sobreviventes em cada
grupo i. Essa disposicao esta ilustrada na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Tabela de contingéncia gerada no tempo ;.

Grupo 1 Grupo 2
Falha dy; dy: d

J J J
Néo Falha ny; —dy; mng;—dy; m;—d,;
ny.;

j Naj nj

Condicionado & ocorréncia de falhas e censuras até o tempo ¢; (fixando as marginais
das colunas) e ao nimero total de falhas no tempo ¢; (fixando as marginais das linhas), a
distribuigao de dy; ¢, entdao, uma hipergeométrica:

nq;\ (Mo,
(35) (32
——=
J
()
7 . 7 . _1 . . A . .

A média de dy; ¢ dada por wy; = ny;d;n; . Isso significa que, na auséncia de diferengas
entre as duas populagoes no tempo ¢;, o ntimero total de falhas (d;) pode ser alocado entre
as duas amostras proporcionalmente a razao entre o nimero de individuos sob risco em
cada amostra e o nimero total sob risco.

A variancia de dy; obtida a partir da distribui¢ao hipergeométrica é:

_ -2 —1
(Vj)Q = n2j(nj - n2j>dj<nj - dj)”j (nj — 1)
Portanto, a estatistica dy; — wy; possui média zero e varidncia (V;),. Se as k tabelas de
contingéncia forem independentes, um teste aproximado para avaliar a igualdade entre as
duas fungoes de sobrevivéncia pode ser construido com base na seguinte estatistica:
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2

k
ijl(de - ij)

T= . , (2.7)

ijl(‘/j>2
que, sob a hipétese nula Hy, : S;(t) = S5(t) para todo ¢ no periodo de acompanhamento,
segue aproximadamente uma distribuicao qui-quadrado com 1 grau de liberdade para
amostras grandes.

Para exemplificar a aplicagao do teste de logrank em dados reais, utilizou-se o conjunto
de dados sobre Leucemia Pedidtrica, disponivel no Apéndice (A) do livro Andlise de
Sobrevivéncia Aplicada de Colosimo e Giolo (2006). Esses mesmos dados foram usados
para gerar a Figura 2.1. O objetivo do teste realizado foi avaliar se as curvas de
sobrevivéncia das categorias da covariavel r6 sao iguais, com as seguintes hipdteses:

{HO : As curvas de sobrevivéncia dos grupos sao iguais ao longo do tempo

H, : As curvas de sobrevivéncia dos grupos sao diferentes ao longo do tempo.

Veja a saida resultante do teste realizado no software R:

Ao fixar o nivel de significincia em 5% (a = 0,05), rejeitamsos a hipétese nula. Essa
conclusao baseia-se no valor p (probabilidade de significAncia) do teste sendo, p —valor ~
0,0166. Como o p — valor < «, rejeita-se H,. Assim, conclui-se que as curvas de
sobrevivéncia dos grupos sao diferentes ao longo do tempo, ao nivel de significancia de
5%.

A generalizacao do teste logrank para a comparacao de r > 2 fung¢oes de sobrevivéncia,
Sy(t), Sy(t), ..., S.(t), é direta. Utilizando a mesma notacdo anterior, o indice i varia
agora de 1 a r. Assim, os dados podem ser organizados em uma tabela de contingéncia
2 x r, onde cada coluna i contém d,; falhas e n;; — d,; sobreviventes. Dessa forma, a
Tabela 2.1 seria estendida para ter r colunas em vez de apenas duas.

Condicionada a experiéncia de falha e censura até o tempo ¢; e ao namero total de
falhas no tempo ¢;, a distribuigao conjunta de dy;, ..., d,; segue uma hipergeométrica
multivariada, dada por:

rj

[T (32)

d.

J

A média de d;; é w;; = nijdjnjfl, bem como a variancia de d;; e a covariancia de d;; e
dlj sao, respectivamente,

(V)i = nyj(ny —ny;)d;(n; — dj)”f(”j -1t

(Vi) = —nymyd;(n; — dj)”fz(”j -1

A estatistica v; = (dg; — wyj, ..., d,; — w,;) possui média zero e matriz de variancia-
covarincia V, com dimensdo 7 — 1. A matriz V; contém os termos (V;)ii na diagonal
principal e (V});, i,1 = 2,...,r, fora da diagonal principal.

A estatistica v, que agrega as contribuicoes de todos os tempos distintos de falha, é
definida como:
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k
V= E Uj’

J=1

onde v é um vetor de dimensao (r—1) x 1, cujos elementos correspondem as diferengas
entre os totais observados e esperados de falhas.

Considerando, novamente, a independéncia das k tabelas de contingéncia, a variancia
de v é dada por V =V, 4+ ... + V.. Um teste aproximado para a igualdade das r fungoes
de sobrevivéncia pode ser baseado na estatistica:

T=vV1ty, (2.8)

que, sob a hipétese nula H,, (igualdade das curvas de sobrevivéncia), segue uma
distribuicao qui-quadrado com r — 1 graus de liberdade para amostras grandes. Os graus
de liberdade sao r — 1 em vez de r, pois os elementos de v somam zero.

Uma aplicagao para a comparacao de r curvas de sobrevivéncia...

Coédigo em R a ser preenchido

2.3.1 Outros Testes
]
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3 Técnicas Paramétricas

Na analise de sobrevivéncia, métodos nao paramétricos estimam fungdes sem assumir
uma distribuicdo prévia para o tempo de falha. O estimador de Kaplan-Meier, por
exemplo, calcula probabilidades diretamente dos dados, sendo 1util para comparar
curvas de sobrevivéncia entre grupos. No entanto, essa abordagem nao permite avaliar
diretamente o impacto de covariaveis, como idade ou tipo de tratamento, sobre a
sobrevivéncia.

Os modelos paramétricos, por outro lado, assumem uma distribuicao especifica para
o tempo de ocorréncia do evento, permitindo estimativas mais estruturadas e eficientes.
Assim como ocorre em modelos de regressao (linear, Poisson, logistico), esses métodos
possibilitam relacionar covariaveis diretamente ao tempo de sobrevivéncia, garantindo
uma analise mais detalhada e interpretavel.

Entretanto, quais distribuicoes de probabilidade sao adequadas para representar
o tempo até a ocorréncia do evento de interesse? Como o tempo de sobrevivéncia
T é uma variavel continua e nao negativa, algumas distribuicbes comuns — como a
normal — nao sdao apropriadas, pois permitem valores negativos. Além disso, dados
de sobrevivéncia frequentemente apresentam assimetria a direita, indicando que poucos
individuos sobrevivem por periodos longos enquanto a maioria tem eventos precoces.
Refor¢ando a inadequacao de algumas distribui¢oes para representacao probabilistica do
tempo de sobrevivéncia.

3.1 Distribuicao Exponencial

Se T' ~ Exponencial(«). Sua fungdo densidade de probabilidade é expressa da seguinte
forma:

f(t) = aexp{—at}. (3.1)

Desta forma, podemos obter a funcao sobrevivéncia com base no completar da
distribuicao acumulada de T"

St)=PT >t)=1—-P(T <t)=1—-F(t)
=1—[1—exp{—at}].

Assim definimos, formalmente, a fun¢ao sobrevivéncia como:

S(t) = exp{—at}. (3.2)

Note que o parametro « é a velocidade de queda da funcao sobrevivéncia. Através das
relacoes entre as fungoes em anélise de sobrevivéncia, temos a fun¢ao risco ou taxa de falha.
Obtida pela razao entre da funcao densidade de probabilidade e a funcdo sobrevivéncia:
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f(t) _ aexp{—at}
= et =
S(t) exp{—at}
Sendo a fung¢ao risco constante para todo tempo observado t, o risco acumulado é funcao
linear no tempo com inclinacao da reta dada por a:

(3.3)

A(t)=—In{S(t)} = —In{exp{—at}} = —(—at) = ot (3.4)

Veja, a seguir, a Figura 3.1 que mostra as curvas de densidade de probabilidade, de
sobrevivéncia, risco e risco acumulado para diferentes valores do parametro a.
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Figura 3.1: Fungoes Densidade de Probabilidade, Sobrevivéncia, Risco e Risco Acumulado
segundo uma Distribuicao Exponencial para diferentes valores do Parametro
de Taxa.

Note que, o pardmetro o deve ser sempre positivo e quanto maior o valor de « (taxa),
mais abruptamente a fungao sobrevivéncia S(t) decresce, e maior é a inclinagao da fungao
de risco acumulado. Quando o = 1, a distribuicao é denominada exponencial padrao.

A distribuicdo exponencial, por possuir um unico parametro, é matematicamente
simples e apresenta um formato assimétrico. Seu uso em andlise de sobrevivéncia tem
uma analogia com a suposi¢ao de normalidade em outras técnicas e areas da estatistica.
Entretanto, a suposicdo de risco constante associada a essa distribuicdo é bastante
restritiva e, em muitos casos, pode nao ser realista. Essa caracteristica da distribuicao
exponencial é conhecida como falta de memoria, o que significa que o risco futuro é
independente do tempo ja decorrido.
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A média e a variancia do tempo de sobrevivéncia, para uma variavel que segue a
distribuicdo exponencial, sdo expressas como fung¢oes inversas do parametro de taxa
(o). Assim, quanto maior o risco, menor o tempo médio de sobrevivéncia e menor a
variabilidade em torno da média. As expressoes sao dadas por:

B[] =",

Var[T] = 1

a?
Como a distribuicao de T é assimétrica, se torna mais usual utilizar o tempo mediano de

sobrevivéncia ao invés de tempo médio. Pode-se obter o tempo mediano de sobrevivéncia
a partir de um tempo ¢, tal que, S(t) = 0,5, logo,

S(t)=0,5 < exp{—at} = 0,5 —at =In {27}
at = —(—1In{2}) & at =In{2}.

Desta forma, o tempo mediano de sobrevivéncia é definido como:

In {2
Tmediano = - { } :
(8%

Em resumo, o modelo exponencial é apropriado para situagoes em que o periodo do
experimento é curto o suficiente para que a suposi¢ao de risco constante seja plausivel.

3.2 Distribuicao Weibull

Na maioria dos casos de analise de sobrevivéncia - principalmente na area da satde - é
mais razoavel supor que o risco varia ao longo do tempo, em vez de permanecer constante.
Atualmente, a Distribuicao Weibull é amplamente utilizada, pois permite modelar essa
variacao do risco ao longo do tempo. Como serd demonstrado, a distribui¢cao exponencial
¢ um caso particular da distribuicao Weibull.

Se o tempo de sobrevivéncia T segue uma distribuicdo Weibull, isto é, T ~
Weibull(y, ), sua fungao densidade de probabilidade é dada por:

F) = Lotesp {— <£>7} . (3.5)

A partir da Equagao 3.5 é possivel chegar a fungao sobrevivéncia da distribuicao Weibull
sendo estd funcao definida como:

S(#) = exp {— <£>7} (3.6)

A fungao risco, A(t), depende do tempo de sobrevivéncia. Apresentando variacdo no
tempo conforme a expressao:

S(it) av

e a funcao risco acumulado da distribuicao Weibull é dada por:

Ay = L8 _ 7 (3.7)
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A(t) = —In{S(t)} = —In {exp{— (é)v}} _ (éy (3.8)

Note que, o parametro v determina a forma funcgao risco da seguinte maneira:

e 7 <1 — funcgao de risco decresce;

e 7> 1 — fungdo de risco cresce;

e v = 1 — funcao de risco constant
exponencial.

e, caindo no caso particular da distribuicao

Veja, a seguir, a Figura 3.2 que mostra as curvas de densidade, sobrevivéncia, risco e
risco acumulado para diferentes valores do parametro de forma v e o de escala a = 1.
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Figura 3.2: Fungoes Densidade de Probabilidade, Sobrevivéncia, Risco e Risco Acumulado
segundo uma Distribuicaio Weibull para diferentes valores do Parametro de

Forma e um valor fixo para o P

arametro de Escala.

Perceba que « - parametro escala - e v - parametro de forma - sdo definidos dentro dos
R*. E incluso a funcao Gama na média e varidncia da distribuicaio Weibull, assim,

E[T] = al'[1 4 (1/7)]

VarlT) = a2 [D[1+ (2/7)] = T [1 + (1/7))]
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sendo a funcdo Gama I'[k] expressa por I'[k] = fooo th=lexp{t}dt. Afim de se obter
o tempo mediano de sobrevivéncia, igualamos a probabilidade de sobrevivéncia a 0, 5.
Desta forma:

S(t)=0,5< exp{— (é)w} =0,5
— (é)v =In {2*1} & (é)v = In {2}
L=y

Logo, definimos o tempo mediano de sobrevivéncia da distribuicao Weibull como:

T,

mediano

= afln (2)]Y/7.

3.3 Distribuicao Log-normal

Uma alternativa para modelar o tempo de sobrevivéncia é a distribui¢do log-normal.
Dizemos que uma variavel aleatéria T' tem distribuicao log-normal com parametros p
e 02, denotado por T ~ Log-normal(yu,0?), quando o logaritmo natural de T', ou seja,
T* = In {T}, segue uma distribuicio normal, isto é, T* ~ Normal(u, 0?). Nesse caso, u e
o2 correspondem & média e varidncia de In {T'}. De forma equivalente, pode-se dizer que
se T* ~ Normal(yu,0?), entdo T = exp {T*} ~ Log-normal(u,c?). A funcio densidade

de probabilidade da distribuicao log-normal é dada por:

f(t) = w\l/% exp {—% (MT_“) } : (3.9)

Quando o tempo de sobrevivéncia segue essa distribuigao, a funcao sobrevivéncia S(t)
é expressa por meio da funcao de distribuicao da normal padrao:

—1n{t}+,u) .

o

S(t):<b<

Ja as fungoes risco e risco acumulado nao tém formas analiticas simples. Porém, podem
ser obtidas por meio das relagoes entre as func¢oes de analise de sobrevivéncia. Com isso,
definimos, respectivamente, a func¢ao risco e a funcao risco acumulado pelas expressoes:

A(t) = % At) = —In{S®)}.

A Figura 3.3 ilustras as curvas usadas na andlise de sobrevivéncia segundo uma
distribuicao log-normal, variando o parametro de locacao u e fixando o parametro de
escala 0 = 1.

(3.10)
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Figura 3.3: Fungoes Densidade de Probabilidade, Sobrevivéncia, Risco e Risco Acumulado
segundo uma Distribui¢do Log-normal para diferentes valores do Parametro
de Locacao e um valor fixo para o Parametro de Escala.

O valor esperado e a varidncia da distribuicdo log-normal podem ser expressas em
termos da distribui¢ao normal. Desta forma, o valor esperado de T' é expresso por:

E[T] = exp{u+d%/2}.

Ja a varidncia de T' é dada por:

Var|T] = exp{2u+ 02} - (exp{c?} —1).

3.4 Distribuicao Exponencial por Partes

3.5 Distribuicao Exponencial por Partes Poténcia

3.6 Estimacao de Parametros - Método de Maxima

Foram apresentados alguns modelos probabilisticos.

quantidades desconhecidas, denominadas parametros, ou parametro, quando o

Verossimilhanca

Esses modelos possuem

modelo depende de uma unica quantidade desconhecida, como no caso da distribuicao
exponencial.

25



O Método de Mdxima Verossimilhanga baseia-se no principio de que, a partir de
uma amostra aleatoéria, a melhor estimativa para o parametro de interesse é aquela que
maximiza a probabilidade daquela amostra ter sido observada (Bussab e Morettin 2010),
tornando a amostra mais verossimil.

De forma simples, o método de maxima verossimilhanga condensa toda a informacao
contida na amostra, por meio da fungdo de verossimilhanga, para encontrar o(s)
parametro(s) da distribuicdo que melhor expliquem os dados. Essa abordagem utiliza
o produtério das densidades f(t) para cada observacao t;, i = 1,2,...,n. Em livros
introdutoérios de estatistica, a funcao de verossimilhancga é definida da seguinte maneira,
para um parametro ou vetor de parametros 6:

L6) = [[ st.0)

Observe que L é uma funcao de 6, que pode ser um tnico pardmetro ou um vetor
de parametros, como ocorre na distribuicao log-normal, onde # = (u,02). No entanto,
em analise de sobrevivéncia, essa definicdo tradicional de funcao de verossimilhanca é
insuficiente, pois os dados frequentemente apresentam censura, o que implica que o
tempo de evento pode ser apenas parcialmente observado.

Para lidar com essa caracteristica, utiliza-se a variavel indicadora J,, apresentada na
Secao 1.5, que identifica se o i-ésimo tempo é um tempo de evento ou de censura. Com
base nessa informacao, a funcao de verossimilhanca é ajustada da seguinte forma:s:

o Para §, = 1, 0 i-ésimo tempo é um tempo de evento, e sua contribuicao para L(6)
é a densidade de probabilidade f(t,|6);

o Para §, = 0, 0 i-ésimo tempo é um tempo censurado, e sua contribui¢do para L(6)
¢ a fungado de sobrevivéncia S(t;|0).

Assim, a funcao de verossimilhanca ajustada, que incorpora dados censurados, é
expressa Como:

L(o) = [T o)™ (st o))
L(o) = [ N 10)" Stt,6). (3.11)

Para encontrar o valor de 6 que maximiza L(6), utiliza-se a derivada do logaritmo de
base neperiana da verossimilhanca igualada a zero:

O01n[L(0)]
o0

A solugao dessa equagao fornece o valor de § que maximiza In[L(0)], e consequentemente,

L(0).

=0.

3.6.1 Método lterativo de Newton-Raphson

Para algumas distribui¢oes, apresentadas na secao anterior, e outras denifidas na
literatura, nao ha forma analitica para as estimativas de maxima verossimilhanca. Assim,
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as estimativas de tais parametros depende de métodos numéricos, sendo o Método
Iterativo de Newton-Raphson uma abordagem amplamente utilizada.

O Método de Newton-Raphson é um procedimento iterativo eficiente para resolver
equagoes nao lineares, muito empregado na estimagdo de parametros de modelos
estatisticos. No ajuste de distribuicbes o método busca maximizar a funcao de
verossimilhanca resolvendo o sistema de equagoes derivado das condigoes de otimalidade
(gradiente nulo). A férmula iterativa é:

0., =06, —H"16,)VI[L®,)] (3.12)

onde:

o 0, ¢é o vetor de parametros estimados na iteragao n;

« In[L(0,,)] é o vetor gradiente, contendo as derivadas parciais de In[L(#,,)] em relagao
as coordenadas do vetor 6 (pardametros);

o H(0) é a matriz Hessiana, composta pelas segundas derivadas de In[L(6,,)].

O método apresenta vantagens convenientes no ajuste de parametros de modelos
estatisticos. Uma das vantagens é a eficiéncia do método, que apresenta convergéncia
rapida quando o ponto inicial 6, esta préximo dos valores reais dos parametros. Outra
vantagem, é flexibilidade, pois pode ser aplicado a diversos modelos probabilisticos, como
o modelo Weibull, que é amplamente utilizada para modelar tempos de vida e dados de
sobrevivéncia.

Entretanto, deve-se, também, atentar-se aos cuidados na aplicagdo do método. Pois,
a convergéncia do método nao é garantida caso o ponto inicial esteja muito distante da
solugao ou se as condigoes de regularidade do modelo nao forem atendidas. Outro ponto
que merece atencao € o calculo da matriz Hessiana, que pode ser computacionalmente
custoso, especialmente em modelos com maior complexidade.

Para um melhor entendimento do Método Iterativo de Newton-Raphson veja o Apéndice
(D) do livro Andlise de Sobrevivéncia Aplicada de Colosimo e Giolo (2006).
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4 Modelos de Tempo de Vida
Acelerados

Na secao anterior, foram apresentados modelos paramétricos para dados de
sobrevivéncia. Entretanto, esses modelos nao contemplam a inclusao de covariaveis na
analise do tempo de sobrevivéncia. Neste capitulo, exploraremos esse método.

No modelo de regressao linear classico, a relacdo entre a variavel resposta Y e as
covaridveis x' é aditiva, ou seja, mudancas nas covariaveis alteram Y de maneira linear.
O modelo de regressao linear cléssico é expresso como:

Y:/60+/61X1+62X2+"‘+/BP—XP+€7 (4].)

onde ¢ é a parte estocéstica (erro) que segue uma distribuicio Normal(0; o?).

No entanto, em anélise de sobrevivéncia, essa suposicdo nao se sustenta, pois o efeito
das covariaveis geralmente acelera ou retarda o tempo de falha, tornando necessaria uma
abordagem multiplicativa. Este modelo de regressao é chamado de Modelo de Tempo de
Vida Acelerado (Accelerated Failure Time - AFT).

No modelo AFT, assume-se que o tempo de falha T' é afetado por um fator de aceleracao
exponencial das covariaveis. Esse fator multiplicativo indica se o tempo até o evento serd
prolongado ou encurtado. Assim, o modelo é definido como:

T = exp{x'B}e = exp{By + 51 X; + X5 ... + Bpo}s, (4.2)

onde € é um termo de erro multiplicativo que captura a variabilidade nao explicada pelas
covariaveis. Aplicando a transformacao logaritmica em T obtém-se a forma linearizavel
da Equacao 4.2 que aproxima-se da Equagao 4.1, de forma que

In[T] = By + 6, X, + By X5 ... + B, X, + v,

onde v = In[e] segue uma distribuigdo de valor extremo. Essa escolha para a distribuigao
dos erros decorre do fato de que os tempos de sobrevivéncia frequentemente apresentam
forte assimetria a direita. Portanto, os erros nao podem ser adequadamente representados
por uma distribuicao normal, sendo mais apropriado assumir distribui¢oes como Log-
normal, Weibull ou Exponencial.

Nos modelos AFT, a funcao de sobrevivéncia sofre um ajuste devido ao efeito das
covariaveis, que podem acelerar ou retardar o tempo de falha. Assim, a funcao de
sobrevivéncia condicional as covariaveis é expressa como:

S(tlx) = P(T > t/exp{x'3}). (4.3)

Como o tempo de falha é ajustado pelo fator de aceleracao, a funcao de risco também
precisa ser reformulada para incorporar o efeito das covariaveis. A forma geral da funcao
de risco em modelos AFT é dada por:

A(t|x) = Ag(t)g(x)- (4.4)
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Nesta expressao, \y(t), representa a fungao de risco basal, isto é, representa o risco no
tempo t quando todas as covariaveis sao iguais a zero, ou seja, na auséncia de efeitos das
covaridveis. J4 o termo g(x) = exp{—x' 3} age como um fator de ajuste, mensurando o
impacto das covariaveis na taxa de falha.
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5 Censura Intervalar

5.1 O Estimador de Turnbull

5.2 Estimacao de Parametros
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